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Ì.Ñ. Äîëèíñêèé, ê.ò.í., äîöåíò êàôåäðû
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ Ãî-
ìåëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ô. Ñêîðèíû

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë:
ðåøåòî Ýðàòîñôåíà

Ââåäåíèå

Àâòîð ìíîãî ëåò çàíèìàåòñÿ îáó÷åíèåì ïðîãðàììèðîâà-
íèþ øêîëüíèêîâ ðàçíûõ âîçðàñòîâ è ïåðâîêóðñíèêîâ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (ñïåöèàëüíîñòè: «Ïðîãðàììíîå îáåñïå-
÷åíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé» è «Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà») [1-2 1]. Âñå ýòî âðåìÿ àâòîð çàíèìàëñÿ ñîçäà-
íèåì ìàòåðèàëîâ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ øêîëüíèêà-
ìè è ñòóäåíòàìè, ñòàðàÿñü ïðåäñòàâèòü ìàòåðèàë â êàê ìîæ-
íî áîëåå ïðîñòîé, íàãëÿäíîé è ïîíÿòíîé ôîðìå. Â äàííîé
ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð òàêîãî ìàòåðèàëà äëÿ îáó÷åíèÿ
ðåøåíèþ çàäà÷ ïî èíôîðìàòèêå íà òåìó «Ðåøåòî Ýðàòîñôå-
íà». Òàêîé ìàòåðèàë ìîæåò áûòü èíòåðåñåí äëÿ ïðåïîäàâàòå-
ëåé êàê â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ, òàê è ïî
ñîäåðæàíèþ. Â òî æå âðåìÿ, àâòîðó ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
ìàòåðèàë ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíûì è èíòåðåñíûì è
äëÿ øêîëüíèêîâ, è äëÿ ñòóäåíòîâ, çàíèìàþùèõñÿ ñàìîîáó÷åíè-
åì. Âñåì çàèíòåðåñîâàííûì ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ïîðÿ-
äîê ðàáîòû: îòêëàäûâàòü ñòàòüþ â ñòîðîíó è ïûòàòüñÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíî âûïîëíèòü ïðåäëàãàåìîå çàäàíèå, ïåðâûé ðàç �
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ïîñëå ïðî÷òåíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è, âòîðîé ðàç � ïîñëå ïðî÷òå-
íèÿ óêàçàíèé ê ðåøåíèþ.

Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà

Òàê íàçûâàþò ñëåäóþùèé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ðÿäà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë.

Èç ðÿäà ÷èñåë
2 , 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 , 13, 14 ... âû÷åðêèâàþò êðàò-

íûå äâóì;
4, 6, 8, 10, 12 , ... � êðàòíûå òðåì:
6, 9, 12 , 15, ... � êðàòíûå ïÿòè:
10, 15, 2 0, 2 5, 30, ... � êðàòíûå ñåìè:
14, 2 1, 2 8, 35, 42 , 49, ... è ò. ä.
Òàêèì îáðàçîì, âñå ñîñòàâíûå ÷èñëà áóäóò ïðîñåÿíû, è

îñòàíóòñÿ òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà 2 , 3, 5, 7, 11, 13 ... (Ýíöèêëî-
ïåäè÷åñêèé ñëîâàðü Ô.À. Áðîêãàóçà è È.À. Åôðîíà. � Ñ.-Ïá.:
ÅÑÁÅ, 1890-1907).

Íèæå ïðåäñòàâëåíà ïðîöåäóðà Resheto, êîòîðàÿ âûøå-
îïèñàííûì ñïîñîáîì íàõîäèò âñå ïðîñòûå ÷èñëà â äèàïàçî-
íå îò 2  äî MaxX.

const
MaxX = 4000000

Procedure Resheto;
var

i,j : longint;
begin

for i:=2  to MaxX do x[i]:=1;
for i:=2  to trunc(sqrt(MaxX)) do

if x[i]=1
then begin

j:=i;
while (j+i)<=MaxX do

begin
j:=j+i;
x[j]:=0;

end;
end;

end;

Ïîÿñíåíèÿ. Ìû õîòèì ñîçäàòü ìàññèâ x èç MaxX ýëåìåí-
òîâ. Åñëè ÷èñëî i (2 <=i<=MaxX) ïðîñòîå, òî x[i]=1, à èíà÷å
(÷èñëî i íå ïðîñòîå (òî åñòü ñîñòàâíîå)), x[i]=0.
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Âíà÷àëå ìû ïðîïèñûâàåì âñå ýëåìåíòû ÷èñëîì 1. Çàòåì,
â öèêëå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ýëåìåíòà. Åñëè îí íå ðàâåí 1,
âû÷åðêèâàåì (çàíîñèì ÷èñëî 0 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîçèöèè
j) âñå ýëåìåíòû, êðàòíûå i, òî åñòü i+i, i+i+i, i+i+i+i, ... (òî åñòü
2 *i, 3*i, 4*i ...) ïîêà ýòîò èíäåêñ (k*i) íå âûøåë çà ãðàíèöó
ìàññèâà MaxX.

Ìàòåìàòèêàìè äîêàçàíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå
ïðîñòûå ÷èñëà â äèàïàçîíå îò 2  äî N, äîñòàòî÷íî â ýòîì àë-
ãîðèòìå âû÷åðêèâàòü ÷èñëà êðàòíûå âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì îò
2  äî êîðíÿ êâàäðàòíîãî èç N (sqrt(N)). Ïîñêîëüêó ãðàíèöà öèê-
ëà for â ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïàñêàëü äîëæíà áûòü öåëîé,
èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ trunc � äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü êî-
ðåíü èç N â öåëîå ÷èñëî îòáðàñûâàíèåì åãî äðîáíîé ÷àñòè.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû â ìàññèâå x õðàíÿò-
ñÿ ïîìåòêè âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë îò 2  äî N. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî Z (2 <=Z<=MaxX) ïðîñòûì, äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü çíà÷åíèå ìàññèâà x â ïîçèöèè Z. Åñëè
x[Z]=1, çíà÷èò ÷èñëî Z � ïðîñòîå.

Çàäà÷à 07_JanB. Qualified Primes [Kolstad/Ho, 2007]

Ôåðìåð Äæîí íà÷àë ïîìåòêó êîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Áåññè çàìåòèëà ýòî è çàäóìàëàñü î âõîæ-
äåíèè ðàçëè÷íûõ öèôð â ýòè ìåòêè. Ïîìîãèòå Áåññè îïðåäå-
ëèòü êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë â èíòåðâàëå (âêëþ÷àÿ êîíöû)
A..B (1 <= A <= B <= 4 000 000; B <= A + 1 000 000; îäèí
òåñò èìååò B <= A + 2  000 000), êîòîðûå ñîäåðæàò íåêîòî-
ðóþ äàííóþ öèôðó D. Ïðîñòûì íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå öå-
ëîå ÷èñëî, êîòîðîå èìååò ÐÎÂÍÎ 2  äåëèòåëÿ (1 è ñåáÿ). Ïåð-
âûå ïðîñòûå ÷èñëà: 2 , 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 2 3, 2 9.

Ôîðìàò ââîäà:
* Ñòðîêà 1: Òðè ðàçäåëåííûõ ïðîáåëîì öåëûõ ÷èñëà: A,

B, D
Ïðèìåð ââîäà (ôàéë qprime.in):
10 15 3
Ïîÿñíåíèÿ: ñêîëüêî ïðîñòûõ ÷èñåë â äèàïàçîíå 10..15

ñîäåðæèò öèôðó 3?
Ôîðìàò âûâîäà:
* Ñòðîêà 1: Êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë â óêàçàííîì äèà-

ïàçîíå, êîòîðûå ñîäåðæàò öèôðó D.
Ïðèìåð âûâîäà (ôàéë qprime.out):
1
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Ïîÿñíåíèÿ: òîëüêî ÷èñëî 13 â äàííîì äèàïàçîíå ñîäåð-
æèò öèôðó �3�.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ âûøåîïèñàííîé
ïðîöåäóðû Resheto ïîñòðîèì ìàññèâ X, ñîäåðæàùèé ïîìåòêè,
ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî I ïðîñòûì (x[i]=1) èëè ñîñòàâíûì (x[i]=0). À
çàòåì ïåðåáåðåì âñå ÷èñëà â èíòåðâàëå îò A äî B è ïðîâå-
ðèì êàæäîå, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïðîñòûì è ñîäåðæèò ëè öèôðó
D. Äëÿ ïîñëåäíåé ïðîâåðêè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Yes(I,D), êî-
òîðàÿ ïðîâåðÿåò, ñîäåðæèòñÿ ëè öèôðà D â ÷èñëå I ïåðåâîäîì
÷èñëà â ñòðîêó è âûçîâîì âñòðîåííîé ôóíêöèè pos.

{07_JanB. Qualified Primes}
const

MaxX = 4000000;
var

x : array [2 ..MaxX] of longint;
i,num,a,b : longint;
d : char;

Procedure Resheto;
var

i,j : longint;
begin

for i:=2  to MaxX do x[i]:=1;
for i:=2  to trunc(sqrt(MaxX)) do

if x[i]=1
then begin

j:=i;
while (j+i)<=MaxX do

begin
j:=j+i;
x[j]:=0;

end;
end;

end;

function Yes(i:longint; d:char):boolean;
var

s : string;
begin

str(i,s);
if pos(d,s)<>0

then Yes:=true
else Yes:=false;

end;
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begin
assign(input,�qprime.in�); reset(input);
assign(output,�qprime.out�); rewrite(output);
readln(a,b,d,d); Resheto;
num:=0;
for i:=a to b do

if (x[i]=1) and Yes(i,d) then inc(num);
writeln(num);
close(input); close(output);

end.

Çàäà÷à 05_OctB. Max Factor [Hal Burch, 2005]

×òîáû óëó÷øèòü îðãàíèçàöèþ ñâîåé ôåðìû, ôåðìåð Äæîí
ïîìåòèë êàæäóþ èç ñâîèõ N (1 <= N <= 5 000) êîðîâ óíèêàëü-
íûì íîìåðîì â äèàïàçîíå îò 1 äî 2 0 000. Ê íåñ÷àñòüþ, îí íå
ïðåäïîëàãàë, ÷òî êîðîâàì íåêîòîðûå íîìåðà íðàâÿòñÿ áîëüøå
äðóãèõ. Â ÷àñòíîñòè, êîðîâà, ÷åé íîìåð èìååò áîëüøèé ïðîñòîé
äåëèòåëü, èìååò áîëüøèé ñîöèàëüíûé ñòàòóñ. Íàïîìíèì, ÷òî
ïðîñòîå ÷èñëî � ýòî òàêîå ÷èñëî, êîòîðîå íå èìååò äðóãèõ äå-
ëèòåëåé, êðîìå ñåáÿ è 1. Íàïðèìåð, ÷èñëî 7 � ïðîñòîå, à ÷èñëî
6 � íå ïðîñòîå, ïîñêîëüêó èìååò äåëèòåëè 2  è 3.

Âàì äàíî N (1 <= N <= 5 000) ÷èñåë â äèàïàçîíå îò 1
äî 2 0 000.

Îïðåäåëèòå òàêîå èç íèõ, êîòîðîå èìååò íàèáîëüøèé
ïðîñòîé äåëèòåëü.

Ôîðìàò ââîäà:
* Ñòðîêà 1: Îäíî öåëîå ÷èñëî N
* Ñòðîêè 2 ..N+1: íîìåðà, êîòîðûå íóæíî ïðîàíàëèçèðî-

âàòü, ïî îäíîìó â ñòðîêå
Ïðèìåð ââîäà (ôàéë bigfact.in):
4
36
38
40
42
Ôîðìàò âûâîäà:
* Ñòðîêà 1: Öåëîå ÷èñëî ñ ñàìûì áîëüøèì ïðîñòûì äå-

ëèòåëåì. Åñëè òàêèõ ÷èñåë íåñêîëüêî, âûâåäèòå òî èç íèõ, êî-
òîðîå ðàíüøå ïîÿâèëîñü â èñõîäíîì ñïèñêå ÷èñåë.

Ïðèìåð âûâîäà (ôàéë bigfact.out):
38
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Ïîÿñíåíèå ê âûâîäó: 19 � ñàìûé áîëüøîé äåëèòåëü ÷èñ-
ëà 38. Íèêàêîå èç äðóãèõ ÷èñåë íå èìååò ïðîñòîãî äåëèòåëÿ
áîëüøå, ÷åì 19.

È ñíîâà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âíà÷àëå ïîñòðîèì ìàññèâ
ïîìåòîê X, óêàçûâàþùèõ, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî I ïðîñòûì (x[i]=1)
èëè ñîñòàâíûì(x[i]=0). Çàòåì ñ÷èòûâàåì ÷èñëà, çàäàííûå ïî
óñëîâèþ çàäà÷è, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäó-
ðû MaxFactor èùåì íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ÷èñëà. Ïî õîäó çàïîìèíàåì ìàêñèìàëüíûé èç íàé-
äåííûõ íàèáîëüøèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé è ÷èñëî åìó
ñîîòâåòñòâóþùåå, êîòîðîå è âûâîäèì â êà÷åñòâå îòâåòà ïî
çàâåðøåíèè ââîäà âñåõ çàäàííûõ ÷èñåë.

{05_OctB. Max Factor}
const

MaxX = 2 0000;
var

x : array [2 ..MaxX] of longint;
i,n,max,a,num,mf : longint;

Procedure Resheto;
var

i,j : longint;
begin

for i:=2  to MaxX do x[i]:=1;
for i:=2  to trunc(sqrt(MaxX)) do

if x[i]=1
then begin

j:=i;
while (j+i)<=MaxX do

begin
j:=j+i;
x[j]:=0;

end;
end;

end;

Procedure MaxFactor(a:longint; var mf:longint);
var

j : longint;
begin

j:=a div 2 ;
while (j>1) and (((a mod j)<>0) or (x[j]=0)) do dec(j);
if j>1
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then mf:=j
else mf:=a;

end;

begin
assign(input,�bigfact.in�); reset(input);
assign(output,�bigfact.out�); rewrite(output);
readln(N); max:=1; num:=1; Resheto;
for i:=1 to N do

begin
readln(a); MaxFactor(a,mf);
if mf>max then begin num:=a; max:=mf; end;

end;
writeln(num);
close(input); close(output);

end.

Ïîÿñíåíèå ê ïðîöåäóðå MaxFactor(a,f), êîòîðàÿ äëÿ çàäàí-
íîãî ÷èñëà a íàõîäèò åãî íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü mf.

Procedure MaxFactor(a:longint; var mf:longint);
var

j : longint;
begin

j:=a div 2 ;
while (j>1) and (((a mod j)<>0) or (x[j]=0)) do dec(j);
if j>1

then mf:=j
else mf:=a;

end;

Â öèêëå îò ïîëîâèíû ÷èñëà a (äåëèòåëåì íå ìîæåò áûòü
÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå ïîëîâèíû a) ïðîâåðÿåì âñå ÷èñëà j äî
2  âêëþ÷èòåëüíî. Åñëè à íå äåëèòñÿ íà j èëè j íå ïðîñòîå, áå-
ðåì ÷èñëî íà 1 ìåíüøå.

Åñëè âñòðåòèëîñü òàêîå ÷èñëî j, ÷òî a äåëèòñÿ íà j è j �
ïðîñòîå (x[j]=1), òî ýòî j è åñòü íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëè-
òåëü. Èíà÷å � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü åñòü ñàìî ÷èñëî
a (äðóãèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé íå íàéäåíî).

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå ïðèâåäåí ìàòåðèàë äëÿ îáó÷åíèÿ ðåøå-
íèþ çàäà÷ ïî èíôîðìàòèêå íà òåìó «Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà».
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Òåõíè÷åñêîé îñíîâîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ èíñò-
ðóìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ (Distance
Learning Belarus � http://dl.gsu.by). Âñå çàäà÷è, ïðèâåäåííûå â
ñòàòüå, ìîãóò áûòü ñäàíû â êóðñå «Ìåòîäû àëãîðèòìèçàöèè».
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